Egzamin z Rachunku prawdopodobienstwa II — 25.01.2024

Sposréd ponizszych zadan prosz¢ wybraé 5. Za kazde zadanie mozna uzyskaé maksymalnie 12 punk-
téw. W przypadku oddania 6 zadan, do oceny bedzie sig¢ liczyé 5 ocenionych najnizej. Odpowiedzi
prosze udzielaé w postaci zwartych wzoréw. Mogq byé wyrazone w terminach dystrybuanty standardo-
wej zmiennej gaussowskiej. Nalezy precyzyjnie uzasadniaé rozwigzania, powolujqc sie na odpowiednie
fakty z wykladu lub éwiczen.

Al Rozwazmy nieskoficzong tablicg niezaleznych zmiennych losowych (X, ;)2,_,, taka ze dla n,i >
1, zmienna X, ; spelnia P(X,,; = 1) = 1/n, P(X,; =0) =1—-1/n. Dlan > 1, niech T,, =
inf{i >1: Xp1+...+ Xpn; =2} oraz

T,
Yn = —n.
Czy ciag (Yn)n>1 zbiega wediug rozkladu? Jesli tak — wyznaczyé granice, w przeciwnym przy-
padku — uzasadnié brak zbieznoéci.

A2 Niech X bedzie dowolng zmienng losowa. Zdefiniujmy funkcje 1: R — C wzorem

i §
¥(t) = ET—dix
Wykazaé, ze funkcja ¢: R — C zadana wzorem
1
Gt = s,
B =730

jest funkcja charakterystyczna.

A3 Zmienne X, Xs,... sa niezalezne, o rozkladzie jednostajnym na przedziale (0,1). Niech dla
nzl,

X 'X:s""in—l)l/\/H
Xo-Xq---- Xog '

Dla ¢ € R zbadaé istnienie granicy lim, .., P(Z, < t). Jesli granica istnieje — wyznaczy¢ ja, w

przeciwnym wypadku uzasadnié brak zbieznodci.

Zn = (

A4 Niech (Xi,j)f.‘}el bedzie macierza niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie Poissona z pa-
rametrem 2. Zdefiniujmy zmienne N,, n =0,1,2, ... , wzorem

Nn
NO = 1, NTH—I = ZXTH‘Lj dla n 2 0.
j=1

a) Wykazac, ze M, = N, /2" jest martyngalem wzgledem filtracji F, = o(No,-..,
b) Czy M, jest zbiezny p.n.? Czy jest zbiezny w Ly?

Nnp),n 2 0.

A5 Bolek i Lolek graja w bierki. Prawdopodobienistwo wygrania pojedynczej partii przez Bolka
wynosi 1/3. Cala rozgrywke wygrywa Bolek jeéli uda mu si¢ wygra¢ dwie partie pod rzad zanim
Lolek wygra trzy partie pod rzad. W przeciwnym przypadku rozgrywke wygrywa Lolel;m
a) Obliczy¢ prawdopodobiefistwo, ze rozgrywke wygra Bolek.

b) Obliczy¢ oczekiwana liczbe partii do zakoficzenia rozgrywki.

A6 Pan X. codziennie wracajac z pracy kupuje hamburgera, hot do
hamburgera, to nastgpnego dnia powtarza ten wybér z praw
hot doga, réwniez powtarza wybér z prawdopodobiefistwerm
wybér z prawdopodobiefistwem 1/4. Jezeli pan X. nie dec
poprzedniego wyboru, to kupuje jedno z pozostalych dan,
Obliczy¢ w przyblizeniu prawdopodobiefistwo, ze 22 lipca 2
wiadomo, ze wczoraj jadl frytki.

ga albo frytki. Jedli pan X. kupitl
dopodobienstwem 1 /2, jezeli kupitl
1 /2', a jesli kupil frytki, powtarza
yd}xje Si¢ na powtérzenie SWOjego
Z rOwWnymi prawdopodobienstwamj.
025 roky Pan X. kupi hot doga, jedli



